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1. 講義情報と予習ガイド

講義回: 第11回
テーマ: ガウスの消去法と解の探索
関連項⽬: 連⽴⼀次⽅程式、⾏列の基本変形、ガウスの消去法

予習すべき内容:

第10回の内容（連⽴⼀次⽅程式の⾏列表現）

⾏列の基本操作の概念
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2. 学習⽬標

本講義の終了時には以下の能⼒を⾝につけることを⽬標とします:

1. 連⽴⼀次⽅程式の⾏列表現と拡⼤係数⾏列の概念を理解する

2. ⾏列の基本変形の種類と性質を理解する

3. ガウスの消去法のアルゴリズムを理解し実⾏できる

4. ガウスの消去法と連⽴⽅程式の消去法の関係を理解する
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3. 基本概念

3.1 連⽴⼀次⽅程式の⾏列表現と拡⼤係数⾏列（復習）

連⽴⼀次⽅程式:

  

⎩
⎨
⎧a  x  + a  x  + ⋯ + a  x  = b  11 1 12 2 1n n 1

a  x  + a  x  + ⋯ + a  x  = b  21 1 22 2 2n n 2

⋮
a  x  + a  x  + ⋯ + a  x  = b  m1 1 m2 2 mn n m

⾏列形式:

Ax = b

T.  N a k a m u ra  |  J u n t e n d o  U n i v.

2025/02/08 4 / 22



3.1 連⽴⼀次⽅程式の⾏列表現と拡⼤係数⾏列（続き）

ここで、

A =       , x =

a  11

a  21

⋮
a  m1

a  12

a  22

⋮
a  m2

⋯
⋯

⋱
⋯

a  1n

a  2n

⋮
a  mn

   , b =

x1

x2

⋮
x  n

   

b  1

b  2

⋮
b  m

拡⼤係数⾏列（augmented matrix）:

A∣b =( )         

a  11

a  21

⋮
a  m1

a  12

a  22

⋮
a  m2

⋯
⋯

⋱
⋯

a1n

a2n

⋮
a  mn

∣
∣

∣
∣

b  1

b  2

⋮
b  m
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3.2 ⾏列の基本変形

連⽴⽅程式の解を変えずに⾏列の形を変える操作です。

これらの基本変形は連⽴⽅程式の解を変えないという重要な性質があります。

T.  N a k a m u ra  |  J u n t e n d o  U n i v.

⾏列の基本変形の定義:

1. ⾏の交換（Row Exchange）: 2つの⾏を⼊れ替える

2. ⾏のスカラー倍（Row Scaling）: ある⾏の全ての要素を0でない定数倍する

3. ⾏の加減（Row Addition）: ある⾏の定数倍を別の⾏に加える

“

“
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⾏列の基本変形の具体例 (1/3)

1. ⾏の交換（Row Exchange）:
⾏列の2つの⾏を⼊れ替える操作。

     →
1
4
7

2
5
8

3
6
9

     

4
1
7

5
2
8

6
3
9

⽅程式の順序を⼊れ替えただけで、⽅程式の内容⾃体は変わらない。
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⾏列の基本変形の具体例 (2/3)

2. ⾏のスカラー倍（Row Scaling）:
⾏列のある⾏の全ての要素を0でない定数倍する操作。

     →
1
4
7

2
5
8

3
6
9

     

1
8
7

2
10
8

3
12
9

（第2⾏を2倍）
連⽴⽅程式では、ある⽅程式の両辺を定数倍することに相当。

例: 

解は変わらない。
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4x + 5y + 6z = 10 → 8x + 10y + 12z = 20
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⾏列の基本変形の具体例 (3/3)

3. ⾏の加減（Row Addition）:
ある⾏の定数倍を別の⾏に加える操作。

第1⾏の(-4)倍を第2⾏に加える:

     →
1
4
7

2
5
8

3
6
9

     

1
0
7

2
−3
8

3
−6
9

連⽴⽅程式では:

 →{x + 2y + 3z = 10
4x + 5y + 6z = 20

 {x + 2y + 3z = 10
−3y − 6z = −20

この操作により変数が消去されるが、解は同じ。
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⾏列の基本変形の応⽤例

拡⼤係数⾏列:

    (1
2

3
7

∣
∣

5
11)

第1⾏の(-2)倍を第2⾏に加える:

    (1
0

3
1

∣
∣

5
1)

元の連⽴⽅程式:

 {x + 3y = 5
2x + 7y = 11

変形後:

{x + 3y = 5
y = 1

後退代⼊で簡単に解ける。 T.  N a k a m u ra  |  J u n t e n d o  U n i v.
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3.3 ガウスの消去法の概念

基本変形を⽤いて拡⼤係数⾏列を特定の形（上三⾓形または階段形）に変形することで連⽴⽅程式を解くアルゴリズ

ム。

ガウスの消去法には主に⼆つの段階があります:

1. 前進消去（Forward Elimination）: 係数⾏列を上三⾓⾏列に変形する

2. 後退代⼊（Back Substitution）: 上三⾓⾏列の形の連⽴⽅程式を解く
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ガウスの消去法:
拡⼤係数⾏列に基本変形を施し、係数⾏列を上三⾓⾏列または階段⾏列に変形する⽅法。
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4. 理論と⼿法

4.1 ガウスの消去法の⼿順

1. 拡⼤係数⾏列の作成: 連⽴⽅程式から拡⼤係数⾏列を作成

2. 前進消去:

左上から始め、その列の対⾓成分（ピボット）を基準にする

ピボット以下の要素をすべて0にするように基本変形を⾏う

次の列に移動し同様の操作を繰り返す

3. 後退代⼊: 変形された⽅程式を最後の変数から順に解いていく
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4.2 ガウスの消去法の詳細アルゴリズム (前進消去)

 から   まで以下の操作を繰り返す:

ピボット要素   を選ぶ

 から   まで以下の操作を⾏う:

係数   を計算

⾏   から  ⾏   の   倍を引く: 
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i = 1 n − 1

a  ii

j = i + 1 m

μ =ji a  /a  ji ii

j i μ  ji row  ←j row  −j μ  ⋅ji row  i
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4.3 後退代⼊の⼿順

上三⾓⾏列に変形された連⽴⽅程式を解く:

1. 最後の変数   を計算: 

2.  から   まで逆順に以下を計算:

x  =i  b  −  a x  

a  ii

1 ( i

j=i+1

∑
n

ij j)
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x  n x  =n b  /a  n nn

i = n − 1 1
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4.4 計算例: 3変数の連⽴⽅程式

以下の連⽴⽅程式を考えます:

  ⎩⎨
⎧2x + y − z = 8

−3x − y + 2z = −11
−2x + y + 2z = −3

ステップ  1: 拡⼤係数⾏列を作成

       

2
−3
−2

1
−1
1

−1
2
2

∣
∣
∣

8
−11
−3
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計算例: ステップ 2: 前進消去 (1/2)

第1列の第1⾏以下の要素を0に:

第2⾏に第1⾏の   倍を加える  ( ):

       

2
0

−2

1
 2

1

1

−1
 2

1

2

∣
∣
∣

8
1

−3

第3⾏に第1⾏の   倍を加える  ( ):

       

2
0
0

1
 2

1

2

−1
 2

1

1

∣
∣
∣

8
1
5
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 2
3 R  ←2 R  +2  R  2

3
1

1 R  ←3 R  +3 R  1
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計算例: ステップ 2: 前進消去 (2/2)

第2列の第2⾏以下の要素を0に:

第3⾏から第2⾏の   倍を引く  ( ):

       

2
0
0

1
 2

1

0

−1
 2

1

−1

∣
∣
∣

8
1
1

前進消去完了！
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計算例: ステップ 3: 後退代⼊

変形された連⽴⽅程式:

  ⎩⎨
⎧2x + y − z = 8

 y +  z = 12
1

2
1

−z = 1

1. 最後の式から: 

2. 2番⽬の式に   を代⼊: 

3. 最初の式に   を代⼊: 

従って、解は   です。
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−z = 1 ⟹ z = −1

z = −1  y +2
1

 (−1) =2
1 1 ⟹  y −2

1
 =2

1 1 ⟹  y =2
1

 ⟹2
3 y = 3

y = 3, z = −1 2x + 3 − (−1) = 8 ⟹ 2x + 4 = 8 ⟹ 2x = 4 ⟹ x = 2

(x, y , z) = (2, 3, −1)
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5. 演習問題

5.1 基本問題

問題1: 以下の連⽴⽅程式をガウスの消去法を⽤いて⼿計算で解きなさい:

  ⎩⎨
⎧3x + 2y − z = 10

−x + 3y + 2z = 5
x − y + z = 0
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問題2: 以下の拡⼤係数⾏列にガウスの消去法を適⽤し、上三⾓⾏列の形に変形しなさい:

       

1
2
1

2
5
0

3
3
8

∣
∣
∣

4
7
9
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問題3: 次の連⽴⽅程式をガウスの消去法で解き、解が   であることを確認しなさい:

  ⎩⎨
⎧2x − y + z = 3
x + y + z = 6
x − y + 2z = 8
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(x, y , z) = (1, 2, 3)
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質問はありますか？
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