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1.1 対角化の定義

対角化とは、行列 に対して、適切な基底変換を行うことで、より単純な形（対角行

列）に変形することです。対角行列は対角成分以外がすべて0であるため、計算や性質
の分析が非常に簡単になります。

T.  N a k a m u ra  |  J u n t e n d o  U n i v.

定義: 行列 が対角化可能であるとは、ある可逆行列 と対角行列 が存在

して、次のように書けることをいう。

P AP =−1 D

“ n × n A P D

“

A
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1.2 対角行列の性質

対角行列   は以下の便利な性質を持ちます。

冪乗計算

対角行列の 乗は、各対角成分を 乗するだけで計算できます。
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​ ​ ​ ​ ​ ​ =
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⋱
d ​n
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​ ​ ​ ​ ​ ​
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k

d ​2
k

⋱
d ​n
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D = diag(d ​, d ​, … , d ​)1 2 n

k k
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2. 特性方程式と固有値

2.1 特性方程式

この方程式の解   が行列   の固有値となります。

特性多項式   は   に関する   次多項式であり、代数学の

基本定理により、（重複度を含めて）  個の複素数解を持ちます。

T.  N a k a m u ra  |  J u n t e n d o  U n i v.

定義: 行列 の特性方程式（または固有方程式）とは、次の方程式のことで

ある。

det(A − λI ) = 0

ただし、 は単位行列、 は未知数。

“ n × n A

I λ “

λ A

p ​(λ) =A det(A − λI ) λ n

n
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2.2 固有値と固有ベクトルの計算手順

1. 特性方程式を立てる:  を計算する。

2. 特性方程式を解く: 次多項式の根として固有値   を求める。

3. 各固有値に対する固有空間を求める: 各固有値   について、同次連立一次方程式

 を解く。この方程式を満たす非零ベクトル   が固有ベクトルで

ある。

4. 固有ベクトルの基底を構成する: 各固有空間の基底ベクトルを求める。

T.  N a k a m u ra  |  J u n t e n d o  U n i v.

det(A − λI ) = 0

n λ ​, λ ​, … , λ ​1 2 n

λ ​i

(A − λ ​I )x =i 0 x
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2.3 固有値の代数的重複度と幾何的重複度

代数的重複度  (Algebraic Multiplicity)
特性多項式の根としての固有値の重複度。

幾何的重複度  (Geometric Multiplicity)
対応する固有空間の次元。すなわち、線形独立な固有ベクトルの最大数。

例: 特性多項式が   の場合、

固有値   の代数的重複度は  2  です。

対応する固有空間の次元（幾何的重複度）は  1 または  2  になります。

T.  N a k a m u ra  |  J u n t e n d o  U n i v.

(λ − 3) (λ −2 1) = 0

λ = 3
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3. 対角化の理論

3.1 対角化可能条件

これは、以下の条件とも同値です。

1. のすべての固有値に対して、代数的重複度と幾何的重複度が等しい。

2. すべての固有空間の次元の和が   になる。

T.  N a k a m u ra  |  J u n t e n d o  U n i v.

定理: 行列 が対角化可能であるための必要十分条件は、 が 個の（線型

独立な）固有ベクトルを持つことである。

“ n × n A A n

“

A

n
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3.2 対角化の手順

1. の固有値   を求める。

2. 各固有値   に対応する線形独立な固有ベクトル   を求める。

3. 固有ベクトルを列ベクトルとして並べた行列   を構成する。

4. 対応する固有値を対角成分に並べた対角行列   を構成する。

5.  が可逆であれば（つまり固有ベクトルが   個線形独立であれば）、

 が成立する。

T.  N a k a m u ra  |  J u n t e n d o  U n i v.

A λ ​, λ ​, … , λ ​1 2 n

λ ​i v ​i

P

P = [v ​, v ​, … , v ​]1 2 n

D

D = diag(λ ​, λ ​, … , λ ​)1 2 n

P n P AP =−1

D
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3.3 対角化が可能でない場合

以下のような場合、行列   は（実数の範囲では）対角化できません。

1. 固有ベクトルの数が足りない
ある固有値について、幾何的重複度が代数的重複度よりも小さい場合。

（例：代数的重複度  2、幾何的重複度  1）

2. 複素数の固有値を持つ実行列

実数体   上では対角化できないが、複素数体   上では対角化可能です（この講

義の範囲外）。

T.  N a k a m u ra  |  J u n t e n d o  U n i v.

A

R C
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4. 具体例による対角化の計算

例題1：2×2行列の対角化

行列   を対角化せよ。

Step 1 & 2: 特性方程式を解く

固有値は  ,  

T.  N a k a m u ra  |  J u n t e n d o  U n i v.

A = ​ ​[3
1

1
3]

det(A − λI ) = det ​ ​ =[3 − λ

1
1

3 − λ
] (3 − λ) −2 1 = 0

(3 − λ) =2 1 ⟹ 3 − λ = ±1
λ ​ =1 2 λ ​ =2 4
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Step 3: 各固有値に対応する固有ベクトルを求める

For :

. 固有ベクトルの一例: 

For :

. 固有ベクトルの一例: 

T.  N a k a m u ra  |  J u n t e n d o  U n i v.

λ ​ =1 2

(A − 2I )v = ​ ​ ​ =[1
1

1
1] [v ​1

v ​2
] ​[0

0]
v ​ +1 v ​ =2 0 ⟹ v ​ =1 −v ​2 v ​ =1 ​[ 1

−1]
λ ​ =2 4

(A − 4I )v = ​ ​ ​ =[−1
1

1
−1

] [v ​1

v ​2
] ​[0

0
]

−v ​ +1 v ​ =2 0 ⟹ v ​ =1 v ​2 v ​ =2 ​[1
1

]
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Step 4 & 5:  の構成と検証

固有ベクトルと固有値から   と   を作る。

,  

 の逆行列を計算する。

検証:

よって、対角化は成功。

T.  N a k a m u ra  |  J u n t e n d o  U n i v.

P , D

P D

P = [v ​, v ​] =1 2 ​ ​[ 1
−1

1
1] D = ​ ​[2

0
0
4]

P

P =−1
​ ​ ​ =1⋅1−1⋅(−1)

1 [1
1

−1
1

] ​ ​ ​2
1 [1

1
−1
1

]

P AP =−1
​ ​ ​ ​ ​ ​ ​ =2

1 [1
1

−1
1

] [3
1

1
3

] [ 1
−1

1
1

] ​ ​ ​ ​ ​ =2
1 [2

4
−2
4

] [ 1
−1

1
1

]
​ ​ ​ =2

1 [4
0

0
8

] ​ ​ =[2
0

0
4

] D
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例題2：3×3行列の対角化

行列   を対角化せよ。

Step 1 & 2: 特性方程式を解く

固有値は  ,  ,  

T.  N a k a m u ra  |  J u n t e n d o  U n i v.

A = ​ ​ ​ ​ ​

4
0
1

0
1
0

1
0
4

det(A − λI ) = det ​ ​ ​ ​ ​

4 − λ

0
1

0
1 − λ

0

1
0

4 − λ

= (1 − λ) (4 − λ) − 1{ 2 }
= (1 − λ)(λ −2 8λ + 15) = (1 − λ)(λ − 3)(λ − 5) = 0

λ ​ =1 1 λ ​ =2 3 λ ​ =3 5
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Step 3: 固有ベクトルを求める

For :  (※元の資料の計

算に誤りがありましたので修正しました)

For : 

For : 

T.  N a k a m u ra  |  J u n t e n d o  U n i v.

λ ​ =1 1 (A − I )v = ​ ​ ​ ​ ​ v =
3
0
1

0
0
0

1
0
3

0 ⟹ v ​ =1 ​ ​ ​

1
0

−3

λ ​ =2 3 (A − 3I )v = ​ ​ ​ ​ ​ v =
1
0
1

0
−2
0

1
0
1

0 ⟹ v ​ =2 ​ ​ ​

1
0

−1

λ ​ =3 5 (A − 5I )v = ​ ​ ​ ​ ​ v =
−1
0
1

0
−4
0

1
0

−1
0 ⟹ v ​ =3 ​ ​ ​

1
0
1
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Step 4 & 5:  の構成と検証

,  

(注:  の固有ベクトルは   成分が任意です。元の資料では   とし

ていましたが、計算が合わないため、ここでは   等が正しいです。幾何

的重複度と代数的重複度は一致し、対角化可能です。)

検証計算は省略しますが、  が成り立ちます。

T.  N a k a m u ra  |  J u n t e n d o  U n i v.

P , D

P = [v ​, v ​, v ​] =1 2 3 ​ ​ ​ ​ ​

1
0

−3

1
0

−1

1
0
1

D = ​ ​ ​ ​ ​

1
0
0

0
3
0

0
0
5

λ = 1 v ​2 ​ ​ ​[−1 1 1]T

​ ​ ​[1 0 −3]T

P AP =−1 D

2025/02/08 15 / 17



5. 対角化の応用

5.1 行列の冪乗計算

対角化   を利用すると、行列の冪乗が劇的に簡単になります。

A =k (PDP ) =−1 k (PDP )(PDP ) ⋯ (PDP ) =−1 −1 −1 PD(P P )D ⋯ DP =−1 −1 PD Pk −1

例:  の10乗を計算する。

T.  N a k a m u ra  |  J u n t e n d o  U n i v.

A = PDP −1

A = ​ ​[3
1

1
3]

A =10 PD P =10 −1
​ ​ ​ ​ ​ ​ ​[ 1

−1
1
1] [210

0
0

410] ( 2
1 [1

1
−1
1 ])

= ​ ​ ​ ​ ​ ​ ​[ 1
−1

1
1] [1024

0
0

1048576] ( 2
1 [1

1
−1
1 ])

= ​ ​ ​ =2
1 [ 1024 + 1048576

−1024 + 1048576
−1024 + 1048576
1024 + 1048576 ] ​ ​[524800

523776
523776
524800]
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5.2 その他の応用

線形漸化式の一般項

 のような漸化式は、

​ =[a ​n+1

a ​n
] ​ ​ ​[p1 q

0] [ a ​n

a ​n−1
]

と行列で表現できる。  の形なので、  となり、行列の冪乗

計算に帰着する。

微分方程式の解法

連立微分方程式   の解は、指数行列   を使って   と書け

る。

 が対角化可能なら、  で計算が容易になる。

ここで   である。

T.  N a k a m u ra  |  J u n t e n d o  U n i v.

a ​ =n+1 pa ​ +n qa ​n−1

x ​ =n+1 Ax ​n x ​ =n A x ​

n
0

​ =
dt
dx Ax eAt x(t) = e x(0)At

A e =At P e PDt −1

e =Dt diag(e , e , … , e )λ ​t1 λ ​t2 λ ​tn
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